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В полубесконечном цилиндре рассматривается поведение обобщенных реше-
ний дивергентных эллиптических уравнений второго порядка, удовлетворяю-
щих на боковой поверхности цилиндра третьему краевому условию.

Библиография: 10 названий.
Ключевые слова: эллиптическое уравнение, задача Робена, дихотомия

решений, трихотомия решений, стабилизация.
DOI: https://doi.org/10.4213/mzm11086

Поведение решений эллиптических уравнений в цилиндрических или близких
к ним областях при задании на боковой поверхности цилиндра условий Дирихле,
Неймана или периодичности по всем переменным, кроме одной, изучено довольно
хорошо [1]–[4]. Вопрос о поведении решения, удовлетворяющего на боковой части
границы области краевому условию третьего типа (условие Робена) рассматривался
лишь для уравнения Лапласа [5]–[7]. В [5], [6] изучалась скорость убывания реше-
ний третьей краевой задачи для уравнения Лапласа при условии принадлежности
самого решения и его первых производных пространству 𝐿2 в неограниченной обла-
сти цилиндрообразного вида. В [7] с помощью метода барьерных функций было
рассмотрено поведение решений уравнения Лапласа в полубесконечном цилиндре,
получены условия близости задачи Робена к задачам Дирихле или Неймана.

В настоящей работе поведение обобщенных решений эллиптических уравнений
второго порядка в цилиндрической области, удовлетворяющих на боковой поверх-
ности условию Робена, изучается с помощью энергетических оценок типа принципа
Сен-Венана [2]–[4]. Основное внимание уделено зависимости свойств решений от
поведения неотрицательного коэффициента 𝛽(𝑥) в граничном условии.

1. Основные обозначения и определения. В 𝑛-мерном цилиндре

Ω = (0,+∞)× ̂︀Ω
рассматривается уравнение эллиптического типа

𝐿𝑢 ≡
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︂
= 0, (1.1)
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где 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = (𝑥1, ̂︀𝑥) ∈ R𝑛
𝑥 , ̂︀Ω ⊂ R𝑛−1̂︀𝑥 – ограниченная область с липшице-

вой границей, 𝑎𝑖𝑗(𝑥) – измеримые функции в Ω,

𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖, 𝜆1|𝜉|2 6
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 6 𝜆2|𝜉|2, 𝜉 ∈ R𝑛, 𝜆1, 𝜆2 = const > 0.

На боковой поверхности цилиндра Γ = (0,∞) × 𝜕̂︀Ω задано краевое условие тре-
тьего типа (условие Робена) (︂

𝜕𝑢

𝜕𝜈
+ 𝛽(𝑥)𝑢

)︂⃒⃒⃒⃒
Γ

= 0, (1.2)

где 𝜕𝑢/𝜕𝜈 ≡
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜕𝑢/𝜕𝑥𝑖 cos(�⃗�, 𝑥𝑗), �⃗� – единичная внешняя нормаль к Γ;
𝛽(𝑥) > 0 – измеримая локально ограниченная функция на Γ.

Введем следующие обозначения:

Ω(𝑎, 𝑏) = Ω ∩ {𝑥 : 𝑎 < 𝑥1 < 𝑏}, Ω𝑡 = Ω(𝑡, 𝑡+ 1),

Γ(𝑎, 𝑏) = Γ ∩ {𝑥 : 𝑎 < 𝑥1 < 𝑏}, Γ𝑡 = Γ(𝑡, 𝑡+ 1),

𝑆𝑡 = {𝑥 : 𝑥1 = 𝑡, ̂︀𝑥 ∈ ̂︀Ω}, 𝛾𝑡 = Γ ∩ {𝑥 : 𝑥1 = 𝑡},

∇𝑢 = grad𝑢, 𝑚0 = mes𝑛−1
̂︀Ω, ̂︀𝑢(𝑡) = 𝑚−1

0

∫︁
𝑆𝑡

𝑢 𝑑̂︀𝑥, 𝑢(𝑡) = 𝑚−1
0

∫︁
Ω𝑡

𝑢 𝑑𝑥.

Через Φ𝑎,ℎ1;𝑏,ℎ2 = Φ𝑎,ℎ1;𝑏,ℎ2(𝑥1) будем обозначать непрерывную функцию, такую,
что Φ𝑎,ℎ1;𝑏,ℎ2 = 1 при 𝑎 + ℎ1 6 𝑥1 6 𝑏, Φ(𝑎) = Φ(𝑏 + ℎ2) = 0, Φ – линейная при 𝑎 6
𝑥1 6 𝑎+ ℎ1 и при 𝑏 6 𝑥1 6 𝑏+ ℎ2.

Под решениями (1.1), (1.2) в Ω будем понимать обобщенные решения, т.е. функ-
ции, принадлежащие пространству С. Л. Соболева 𝑊 1

2 (Ω(0, 𝑡)) для всех 𝑡 > 0 и
удовлетворяющие интегральному тождеству∫︁

Ω(0,𝑡)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑥+

∫︁
Γ(0,𝑡)

𝛽𝑢𝑣 𝑑𝑆 = 0 (1.3)

для всех функций 𝑣 ∈𝑊 1
2 (Ω(0, 𝑡)), таких, что 𝑣|𝑆0∪𝑆𝑡

= 0.

2. Вспомогательные оценки.

Лемма 1. Пусть 𝐷 ⊂ R𝑛 – ограниченная область с липшицевой границей 𝛾 ;
𝜓 ∈ 𝐿∞(𝛾),

∫︀
𝛾
𝜓 𝑑𝑆 = 0, 𝑤 – решение задачи Неймана: 𝐿𝑤 = 0 в 𝐷 , (𝜕𝑤/𝜕𝜈)|𝛾 = 𝜓 ;∫︀

𝐷
𝑤 𝑑𝑥 = 0. Тогда

sup
𝐷
|𝑤| 6 𝑐0 sup

𝛾
|𝜓|,

𝑐0 = const не зависит от 𝑤 и 𝜓 .

Доказательство. Пусть sup𝛾 |𝜓| = 1. Достаточно доказать, что в этом случае
sup𝐷 |𝑤| 6 𝑐0. Используя стандартную оценку интеграла Дирихле решения задачи
Неймана и неравенство Пуанкаре, получим∫︁

𝐷

𝑤2 𝑑𝑥 6 𝑐1

∫︁
𝐷

|∇𝑤|2 𝑑𝑥 6 𝑐2,
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постоянные 𝑐𝑖 > 0 зависят только от 𝜆1, 𝜆2 и области 𝐷. Полагая в интегральном
тождестве для решений задачи Неймана пробную функцию

𝑣 = (𝑤 − 𝑘)+ = max{𝑤 − 𝑘, 0}, 𝑘 = const > 0,

получим ∫︁
𝐴𝑘

|∇𝑤|2 𝑑𝑥 6 𝜆−1
1

∫︁
𝐴𝑘

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕𝑤

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑥 = 𝜆−1

1

∫︁
𝛾

𝜓(𝑤 − 𝑘)+ 𝑑𝑆

6 𝜆−1
1

∫︁
𝛾

(𝑤 − 𝑘)+ 𝑑𝑆 6 𝑐3

∫︁
𝐴𝑘

((𝑤 − 𝑘) + |∇𝑤|) 𝑑𝑥

6 𝑐321/2 mes1/2𝐴𝑘

(︂∫︁
𝐴𝑘

((𝑤 − 𝑘)2 + |∇𝑤|2) 𝑑𝑥
)︂1/2

6
1
2

∫︁
𝐴𝑘

((𝑤 − 𝑘)2 + |∇𝑤|2) 𝑑𝑥+ 𝑐4 mes𝐴𝑘,

где 𝐴𝑘 = {𝑥 : 𝑤(𝑥) > 𝑘}. Отсюда∫︁
𝐴𝑘

|∇𝑤|2 𝑑𝑥 6
∫︁

𝐴𝑘

(𝑤 − 𝑘)2 𝑑𝑥+ 2𝑐4 mes𝐴𝑘.

Тогда из неравенства Гёльдера и неравенства С.Л. Соболева получим∫︁
𝐴𝑘

(𝑤 − 𝑘)2 𝑑𝑥 6 mes1−2/𝑝𝐴𝑘

(︂∫︁
𝐴𝑘

(𝑤 − 𝑘)𝑝 𝑑𝑥

)︂2/𝑝

6 𝑐5 mes1−2/𝑝𝐴𝑘

∫︁
𝐴𝑘

((𝑤 − 𝑘)2 + |∇𝑤|2) 𝑑𝑥

6 𝑐6 mes1−2/𝑝𝐴𝑘

(︂∫︁
𝐴𝑘

(𝑤 − 𝑘)2 𝑑𝑥+ mes𝐴𝑘

)︂
,

где 𝑝 = 2𝑛/(𝑛− 2) при 𝑛 > 2, 𝑝 – любое число, больше 2 при 𝑛 = 2. Предположим,
что 𝑐6 mes1−2/𝑝𝐴𝑘 6 1/2. Тогда из предыдущего неравенства получим, что∫︁

𝐴𝑘

(𝑤 − 𝑘)2 𝑑𝑥 6 2𝑐6 mes2−2/𝑝𝐴𝑘. (2.1)

Оценивая mes𝐴𝑘 с учетом оценки 𝐿2-нормы 𝑤, получим

mes𝐴𝑘 6 𝑘−1

∫︁
𝐴𝑘

𝑤 𝑑𝑥 6 𝑐7𝑘
−1

(︂∫︁
𝐷

𝑤2 𝑑𝑥

)︂1/2

6 𝑐8𝑘
−1.

Отсюда для некоторой постоянной 𝑘0 > 0, не зависящей от 𝑤, получим, что при
𝑘 > 𝑘0 справедливо неравенство 𝑐6 mes1−2/𝑝𝐴𝑘 6 1/2. Итак, если 𝑘 > 𝑘0, то спра-
ведлива оценка (2.1), откуда получаем∫︁

𝐴𝑘

(𝑤 − 𝑘) 𝑑𝑥 6 mes1/2𝐴𝑘

(︂∫︁
𝐴𝑘

(𝑤 − 𝑘)2 𝑑𝑥
)︂1/2

6 𝑐9 mes𝛿 𝐴𝑘,
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𝛿 = 3/2− 1/𝑝 > 1. Из этой оценки следует [8; c. 94–95], что

sup
𝐷
𝑤 6 𝑘0 + 𝑐10

(︂∫︁
𝐴𝑘0

(𝑤 − 𝑘0) 𝑑𝑥
)︂(𝛿−1)/𝛿

6 𝑘0 + 𝑐11

(︂∫︁
𝐷

𝑤2 𝑑𝑥

)︂(𝛿−1)/(2𝛿)

6 𝑐12.

Аналогично получаем оценку для sup𝐷(−𝑤). Таким образом, лемма доказана.

Лемма 2. Пусть 𝑢(𝑥) – решение уравнения (1.1) в Ω𝑡 , удовлетворяющее усло-
вию (𝜕𝑢/𝜕𝜈)|Γ𝑡

= 𝜓 , 𝜓 ∈ 𝐿∞(Γ𝑡). Тогда справедлива оценка

sup
𝑆𝑡+1/2

𝑢2 6 𝑐0

(︂∫︁
Ω𝑡

𝑢2 𝑑𝑥+ sup
Γ𝑡

𝜓2

)︂
,

𝑐0 = const не зависит от 𝑢(𝑥), 𝜓 , 𝑡.

Доказательство. Продолжим функцию 𝜓 на всю границу области Ω𝑡 так, что-
бы выполнялись условия∫︁

𝜕Ω𝑡

𝜓 𝑑𝑆 = 0, sup
𝜕Ω𝑡

|𝜓| 6 𝑐1 sup
Γ𝑡

|𝜓|,

𝑐1 = const > 0 зависит только от области ̂︀Ω. Пусть 𝑤 – решение задачи Неймана

𝐿𝑤 = 0 в Ω𝑡,
𝜕𝑤

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω𝑡

= 𝜓,

∫︁
Ω𝑡

𝑤 𝑑𝑥 = 0.

По лемме 1

sup
Ω𝑡

|𝑤| 6 𝑐2 sup
𝜕Ω𝑡

|𝜓| 6 𝑐1𝑐2 sup
Γ𝑡

|𝜓|, 𝑐2 = 𝑐2(̂︀Ω, 𝜆1, 𝜆2).

Функция 𝑊 = 𝑢−𝑤 удовлетворяет уравнению (1.1) в Ω𝑡 и условию (𝜕𝑊/𝜕𝜈)|Γ𝑡 = 0,
поэтому [2; с. 600] справедлива оценка

sup
𝑆𝑡+1/2

𝑊 2 6 𝑐3

∫︁
Ω𝑡

𝑊 2 𝑑𝑥 6 2𝑐3
∫︁

Ω𝑡

(𝑢2 + 𝑤2) 𝑑𝑥, 𝑐3 = 𝑐3(̂︀Ω, 𝜆1, 𝜆2).

Отсюда и из оценки для |𝑤| следует требуемая оценка для 𝑢 = 𝑤 +𝑊 .

Лемма 3. Пусть 𝑢(𝑥) решение уравнения (1.1) в Ω𝑡 , удовлетворяющее усло-
вию (1.2) на Γ𝑡 . Тогда справедливы оценки

sup
𝑆𝑡+1/2

|𝑢| 6 𝑐0

(︂∫︁
Ω𝑡

𝑢2 𝑑𝑥

)︂1/2

, sup
𝑆𝑡+1/2

(𝑢− 𝐶) 6 𝑐1

(︂∫︁
Ω𝑡

(𝑢− 𝐶)2 𝑑𝑥
)︂1/2

,

𝑐0 не зависит от 𝑢, 𝑡; 𝑐1 не зависит от 𝑢, 𝑡, 𝐶 > 0.

Доказательство. Так как для произвольных 𝐶 > 0, 𝑘 > 0 и любой неотрица-
тельной ограниченной функции 𝜙 справедливо неравенство∫︁

Γ𝑡

𝛽𝑢(𝑢− 𝐶 − 𝑘)+𝜙𝑑𝑆 > 0,
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из интегрального тождества (1.3) стандартным образом получаем оценку∫︁
𝐴𝑘,𝜌(1−𝜎)

|∇𝑤|2 𝑑𝑥 6 𝑐2(𝜌𝜎)−2

∫︁
𝐴𝑘,𝜌

(𝑤 − 𝑘)2 𝑑𝑥,

где 𝑤 = 𝑢− 𝐶,

𝐴𝑘,κ = {𝑥 : 𝑤(𝑥) > 𝑘} ∩ {𝑥 : |𝑥− 𝑥0| < κ}, 𝑥0 ∈ Ω𝑡,

𝜌, 𝜎 ∈ (0, 1), 𝑐2 не зависит от 𝑤, 𝑘, 𝜌, 𝜎, 𝑥0. Отсюда следует [8; с. 100–105], что

sup
𝑆𝑡+1/2

𝑤 6 𝑐1

(︂∫︁
Ω𝑡

𝑤2 𝑑𝑥

)︂1/2

.

Таким образом, вторая из требуемых оценок доказана. Кроме того, при 𝐶 = 0
аналогично полученной оценке для sup𝑢 получаем оценку для sup(−𝑢).

3. Поведение ограниченных решений.

Лемма 4. Пусть 𝑢(𝑥) – ограниченное в Ω решение (1.1), (1.2). Тогда∫︁
Ω

|∇𝑢|2 𝑑𝑥+
∫︁

Γ

𝛽𝑢2 𝑑𝑆 <∞. (3.1)

Доказательство. Полагая в (1.3) 𝑣 = 𝑢Φ, где Φ = Φ(𝑥1) ∈ 𝐶2(R), 0 6 Φ 6 1,

Φ =

{︃
1, 1 6 𝑥1 6 𝑁,

0, 𝑥1 6 0, 𝑥1 > 𝑁 + 1,

(Φ′)2 6 𝑐Φ, 𝑐 = const, стандартным образом получаем оценку∫︁
Ω(1,𝑁)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥+
∫︁

Γ(1,𝑁)

𝛽𝑢2 𝑑𝑆 6 𝑐1 + 𝑐2

∫︁
Ω𝑁

𝑢2 𝑑𝑥, (3.2)

𝑐1, 𝑐2 > 0 не зависят от 𝑁 ∈ N, что и доказывает лемму.

Теорема 1. Пусть 𝑢(𝑥) – ограниченное в Ω решение (1.1), (1.2), 𝛽 > 0 на Γ.
Тогда для некоторого 𝐶 = const∫︁

Ω𝑡

(𝑢− 𝐶)2 𝑑𝑥→ 0, 𝑡→∞.

Если также выполнено условие 𝛽(𝑥) → 0, 𝑥1 →∞, равномерно по ̂︀𝑥 ∈ ̂︀Ω, либо если
𝐶 = 0, то

sup
Ω𝑡

|𝑢− 𝐶| → 0, 𝑡→∞.

Доказательство. С учетом леммы 4 и теоремы Реллиха получаем, что

‖𝑢− 𝐶‖𝐿2(Ω𝑡𝑘
) → 0, 𝑘 →∞,

для некоторой последовательности 𝑡𝑘 →∞ и постоянной 𝐶. Покажем, что

‖𝑢− 𝐶‖𝐿2(Ω𝑡) → 0, 𝑡→∞.
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Предположим противное. Тогда

‖𝑢− 𝐶 ′‖𝐿2(Ω𝑡′
𝑘
) → 0 при 𝑘 →∞

для некоторой последовательности 𝑡′𝑘 →∞ и постоянной 𝐶 ′ ̸= 𝐶. Учитывая непре-
рывность функции 𝑢(𝑡), без ограничения общности можем считать, что 𝐶 и 𝐶 ′ одно-
го знака; например, 0 6 𝐶 < 𝐶 ′. Согласно лемме 3 имеем

sup
𝑆𝑡𝑘+1/2

(𝑢− 𝐶) 6 𝛼𝑘 ≡ 𝑐‖𝑢− 𝐶‖𝐿2(Ω𝑡𝑘
) → 0, 𝑘 →∞, 𝑐 = const.

Пусть [9] 𝑉 (𝑥) – положительное в Ω решение уравнения (1.1), удовлетворяющее
условиям (︂

𝜕𝑉

𝜕𝜈

)︂⃒⃒⃒⃒
Γ

= 0, 𝐶1𝑥1 6 𝑉 (𝑥) 6 𝐶2𝑥1, 𝐶1, 𝐶2 = const > 0.

Зафиксируем 𝜀 > 0. Очевидно, что для функции 𝑤 = 𝑢 − 𝐶 − 𝜀𝑉 имеем 𝑤 6 𝛼𝑘

на 𝑆𝑡𝑘+1/2 и на 𝑆𝑇 (𝜀) для достаточно больших 𝑇 (𝜀). Так как (𝜕𝑤/𝜕𝜈)|Γ = −𝛽𝑢, то
𝑤 не может иметь положительного максимума на Γ, и 𝑤 6 𝛼𝑘 в Ω(𝑡𝑘 + 1/2, 𝑇 (𝜀)).
Устремляя 𝜀 к 0, получаем,

𝑢 6 𝐶 + 𝛼𝑘 в Ω
(︂
𝑡𝑘 +

1
2
,∞

)︂
,

что противоречит условию 𝐶 < 𝐶 ′.
Утверждение теоремы относительно равномерности стремления 𝑢 к постоянной

следует при 𝐶 ̸= 0 из леммы 2 с учетом того, что (𝜕(𝑢 − 𝐶)/𝜕𝜈)|Γ = −𝛽𝑢, и из
леммы 3 при 𝐶 = 0. Теорема доказана.

4. Случай, близкий к задаче Дирихле: стремление ограниченных ре-
шений к 0, дихотомия решений. Для решения 𝑢(𝑥) уравнения (1.1), удовлетво-
ряющего (1.2), стандартным образом введем понятие “потока тепла” через сечение 𝑆𝑡

цилиндра Ω:

𝑃 (𝑡, 𝑢) = lim
ℎ→0+

(︂
ℎ−1

∫︁
Ω(𝑡,𝑡+ℎ)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥

)︂
=

∫︁
𝑆𝑡

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑̂︀𝑥 ;

последнее равенство справедливо для почти всех 𝑡 > 0. Пусть 0 6 𝑡 < 𝑇 , ℎ1 > 0,
ℎ2 > 0. Положим в (1.3) 𝑣 = Φ𝑡,ℎ1;𝑇,ℎ2 :

ℎ−1
1

∫︁
Ω(𝑡,𝑡+ℎ1)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥− ℎ−1

2

∫︁
Ω(𝑇,𝑇+ℎ2)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥+

+
∫︁

Γ(𝑡,𝑇+ℎ2)

𝛽𝑢Φ𝑡,ℎ1;𝑇,ℎ2 𝑑𝑆 = 0. (4.1)

Устремляя к нулю ℎ1, а затем ℎ2, получаем соотношение

𝑃 (𝑇, 𝑢)− 𝑃 (𝑡, 𝑢) =
∫︁

Γ(𝑡,𝑇 )

𝛽𝑢 𝑑𝑆. (4.2)

Легко видеть, что при 𝑡 > 0 в определении потока область интегрирования Ω(𝑡, 𝑡+ℎ)
можно заменить на Ω(𝑡− ℎ, 𝑡).
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Теорема 2. Пусть 𝑢(𝑥) – ограниченное решение (1.1), (1.2),
∫︀
Γ
𝑥1𝛽(𝑥) 𝑑𝑆 = ∞,

𝛽(𝑥) → 0 равномерно по ̂︀𝑥 ∈ 𝜕̂︀Ω, 𝑥1 →∞. Тогда

sup
𝑆𝑡

|𝑢(𝑥)| → 0, 𝑡→∞.

Доказательство. Предположим, что 𝑢→ 𝐶 ̸= 0 при 𝑥1 →∞. Можно считать,
что 𝐶 > 0. Как и в доказательстве леммы 4 рассмотрим функцию 𝑉 (𝑥) – поло-
жительное решение уравнения (1.1) в Ω, удовлетворяющее однородному условию
Неймана на Γ и имеющее линейный рост при 𝑥1 → ∞. 𝑉 (𝑥) также удовлетворя-
ет [10; c. 415] условиям∫︁

Ω𝑡

|∇𝑉 |2 𝑑𝑥 6 𝑐2 = const, 𝑃 (𝑡, 𝑉 ) = 1, 𝑡 > 0,

второе условие выполняется после умножения 𝑉 на постоянную. Для 𝑉 справедливо
интегральное тождество∫︁

Ω(0,𝑡)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑥 = 0, 𝑡 > 0 (4.3)

для всех функций 𝑣 ∈𝑊 1
2 (Ω(0, 𝑡)), 𝑣|𝑆0∪𝑆𝑡

= 0. Полагая 𝑣 = 𝑢Φ0,1;𝑁,1, получаем, что∫︁
Ω(0,𝑁+1)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
Φ0,1;𝑁,1 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω𝑁

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
𝑢 𝑑𝑥−

∫︁
Ω0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
𝑢 𝑑𝑥.

Положим в интегральном тождестве (1.3) для 𝑢 пробную функцию 𝑣 = 𝑉 Φ0,1;𝑁,1:∫︁
Ω(0,𝑁+1)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑗
Φ0,1;𝑁,1 𝑑𝑥

= −
∫︁

Γ(0,𝑁+1)

𝛽𝑢𝑉 Φ0,1;𝑁,1 𝑑𝑆 +
∫︁

Ω𝑁

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑉 𝑑𝑥−

∫︁
Ω0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑉 𝑑𝑥.

Из двух последних равенств, учитывая симметричность матрицы 𝑎𝑖𝑗 , получаем, что∫︁
Ω𝑁

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
𝑢 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω𝑁

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑉 𝑑𝑥−

∫︁
Γ(0,𝑁+1)

𝛽𝑢𝑉 Φ0,1;𝑁,1 𝑑𝑆 + 𝐼0,

𝐼0 = const – не зависит от 𝑁 . Отсюда

𝑢(𝑁) = 𝑉 (𝑁)
∫︁ 𝑁+1

𝑁

𝑃 (𝑡, 𝑢) 𝑑𝑡−
∫︁

Γ(0,𝑁+1)

𝛽𝑢𝑉 Φ0,1;𝑁,1 𝑑𝑆

+
∫︁

Ω𝑁

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1

(︂
(𝑉 − 𝑉 (𝑁))

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
− (𝑢− 𝑢(𝑁))

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖

)︂
𝑑𝑥+ 𝐼0. (4.4)

Используя неравенства Коши–Буняковского и Пуанкаре, оценку интеграла Дирихле
для 𝑉 и конечность интеграла Дирихле для 𝑢(𝑥), получаем, что интеграл по Ω𝑁

в правой части (4.4) стремится к нулю при 𝑁 →∞. Тогда из (4.4) следует, что

𝑉 (𝑁)
∫︁ 𝑁+1

𝑁

𝑃 (𝑡, 𝑢) 𝑑𝑡 =
∫︁

Γ(0,𝑁+1)

𝛽𝑢𝑉 Φ0,1;𝑁,1 𝑑𝑆 + 𝐼𝑁 , (4.5)

где |𝐼𝑁 | 6 𝑐3 = const.
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Так как по предположению 𝑢 → 𝐶 > 0, 𝑥1 → ∞, и, согласно теореме 1, эта
сходимость является равномерной относительно ̂︀𝑥 ∈ ̂︀Ω, то 𝑢(𝑥) > 0 на Γ(𝑡0,∞) для
достаточно большого 𝑡0. Тогда из (4.2) следует, что 𝑃 (𝑡, 𝑢) является неубывающей
функцией от 𝑡 при 𝑡 > 𝑡0. Тогда, поскольку

∫︀
Ω
|∇𝑢|2 𝑑𝑥 <∞, то 𝑃 (𝑡, 𝑢) → 0, 𝑡→∞,

следовательно 𝑃 (𝑡, 𝑢) 6 0 для достаточно больших 𝑡. Из условий теоремы следует,
что

∫︀
Γ
𝛽𝑢𝑉 𝑑𝑆 = +∞, тогда равенство (4.5) невозможно, если 𝑁 > 𝑁0 = const.

Полученное противоречие доказывает теорему.

Лемма 5. Пусть 𝑢(𝑥) – решение (1.1), (1.2) в Ω,
∫︀
Ω
|∇𝑢|2 𝑑𝑥 < ∞. Тогда для

почти всех 𝑡 > 0∫︁
Ω(𝑡,∞)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑥+

∫︁
Γ(𝑡,∞)

𝛽𝑢2 𝑑𝑆 = −
∫︁

𝑆𝑡

𝑢

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑̂︀𝑥.

Доказательство. Полагая в (1.3) 𝑣 = 𝑢Φ𝑡,ℎ;𝑇,1, получим∫︁
Ω(𝑡,𝑇+1)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
Φ𝑡,ℎ;𝑇,1 𝑑𝑥+

∫︁
Γ(𝑡,𝑇+1)

𝛽𝑢2Φ𝑡,ℎ;𝑇,1 𝑑𝑆

= −ℎ−1

∫︁
Ω(𝑡,𝑡+ℎ)

𝑢

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥+

∫︁
Ω𝑇

𝑢

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥. (4.6)

В силу леммы 4 и оценки [2]∫︁
Ω𝑇

𝑢2 𝑑𝑥 6 𝑐0 + 𝑐1𝑇

∫︁
Ω(0,𝑇+1)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥

интеграл по Ω𝑇 в правой части (4.6) стремится к нулю для некоторой последова-
тельности 𝑇 = 𝑇𝑘 → ∞ при 𝑘 → ∞. Устремляя 𝑘 к ∞, затем ℎ к 0, получаем
утверждение леммы.

При оценке скорости сходимости решения к постоянной ограничимся случаем,
когда поведение коэффициента 𝛽(𝑥) описывается степенной функцией от 𝑥1.

Теорема 3. Пусть 𝛽(𝑥) > 𝛽0𝑥
−𝛼
1 при 𝑥1 > 1, и пусть 𝛼 = const, 0 6 𝛼 < 2,

𝛽0 = const > 0. Тогда существует постоянная 𝐴 > 0, зависящая только от ̂︀Ω, 𝜆1 ,
𝜆2 , 𝛽0 и 𝛼, такая что для любого решения (1.1), (1.2), удовлетворяющего условию

𝑢(𝑥) = 𝑜(exp{𝐴𝑥1−𝛼/2
1 }), 𝑥1 →∞,

при всех 𝑥1 > 1 справедлива оценка

|𝑢(𝑥)| 6 𝐶0𝑥
𝛼/2
1 exp{−𝐴𝑥1−𝛼/2

1 }, 𝐶0 = const > 0.

Доказательство. Аналогично равенству (4.6) получим∫︁
Ω(0,𝑡+ℎ2)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
Φ0,ℎ1;𝑇,ℎ2 𝑑𝑥+

∫︁
Γ(0,𝑡+ℎ2)

𝛽𝑢2Φ0,ℎ1;𝑇,ℎ2 𝑑𝑆

= −ℎ−1
1

∫︁
Ω(0,ℎ1)

𝑢

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥+ ℎ−1

2

∫︁
Ω(𝑡,𝑡+ℎ2)

𝑢

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥.
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Устремляя ℎ1, а затем ℎ2 к нулю, получим, что для почти всех 𝑡 > 0∫︁
Ω(0,𝑡)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑥+

∫︁
Γ(0,𝑡)

𝛽𝑢2 𝑑𝑆 = 𝐼0 +
∫︁

𝑆𝑡

𝑢

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑̂︀𝑥, (4.7)

𝐼0 не зависит от 𝑡. Отсюда, используя стандартную оценку∫︁
𝑆𝑡

𝑢2 𝑑̂︀𝑥 6 𝑐

(︂∫︁
𝑆𝑡

|∇𝑢|2 𝑑̂︀𝑥+
∫︁

𝛾𝑡

𝑢2 𝑑𝑠

)︂
, 𝑐 = const,

получим

𝐼(𝑡) ≡
∫︁

Ω(0,𝑡)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥+
∫︁

Γ(0,𝑡)

𝛽𝑢2 𝑑𝑆 6 𝐼1 + 𝑐1

(︂∫︁
𝑆𝑡

𝑢2 𝑑̂︀𝑥)︂1/2(︂∫︁
𝑆𝑡

|∇𝑢|2) 𝑑̂︀𝑥)︂1/2

6 𝐼1 + 𝑐2𝑡
𝛼/2

(︂∫︁
𝑆𝑡

|∇𝑢|2 𝑑̂︀𝑥+
∫︁

𝛾𝑡

𝛽𝑢2 𝑑𝑠

)︂
= 𝐼1 + 𝑐2𝑡

𝛼/2𝐼 ′(𝑡),

𝑐2 = 𝑐2(̂︀Ω, 𝜆1, 𝜆2, 𝛽0) > 0,

𝐼1 не зависит от 𝑡. Запишем это неравенство в виде

(𝐼 ′(𝑡)− 𝑐−1
2 𝑡−𝛼/2𝐼(𝑡)) exp

{︂
−

(︂
𝑐2

(︂
1− 𝛼

2

)︂)︂−1

𝑡1−𝛼/2

}︂
> −𝐼1𝑐−1

2 𝑡−𝛼/2 exp
{︂
−

(︂
𝑐2

(︂
1− 𝛼

2

)︂)︂−1

𝑡1−𝛼/2

}︂
,

или
(𝐼(𝑡) exp{−𝑐−1

3 𝑡𝜆})′ > 𝐼1(exp{−𝑐−1
3 𝑡𝜆})′,

где 𝜆 = 1− 𝛼/2 > 0, 𝑐3 = 𝑐2𝜆; 0 < 𝑡0 < 𝑡. Интегрируя, получаем, что

𝐼(𝑡0) 6 𝐼(𝑡) exp{𝑐−1
3 (−𝑡𝜆 + 𝑡𝜆0 )}+ 𝐼1(1− exp{𝑐−1

3 (−𝑡𝜆 + 𝑡𝜆0 )}).

Если условие теоремы выполнено с 𝐴 = 𝑐−1
3 /2, то в силу (3.2) 𝐼(𝑡) = 𝑜(exp{𝑐−1

3 𝑡𝜆}).
Тогда из предыдущей оценки 𝐼(𝑡0) 6 𝐼1, и по лемме 5, оценивая интеграл по 𝑆𝑡 как
и выше, получаем, что

𝐽(𝑡) ≡
∫︁

Ω(𝑡,∞)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥+
∫︁

Γ(𝑡,∞)

𝛽𝑢2 𝑑𝑆 6 −𝑐2𝑡𝛼/2𝐽 ′(𝑡),

откуда
𝐽(𝑡) 6 𝐽(𝑡0) exp{𝑐−1

3 (−𝑡𝜆 + 𝑡𝜆0 )}, 0 < 𝑡0 < 𝑡.

Так как
∫︀
Ω𝑡
𝑢2 𝑑𝑥 6 𝑐4𝑡

𝛼𝐽(𝑡), 𝑐4 = const, то, учитывая лемму 3, получаем утвержде-
ние теоремы.

Для полноты рассмотрим также случай предельного показателя в степенной оцен-
ке граничного коэффициента 𝛼 = 2, для которого сохраняется дихотомия решений.
Уже в случае уравнения Лапласа возможный минимальный рост решений, а также
стремление ограниченных решений к нулю имеют не экспоненциальный, а степенной
характер [7; теорема 5].
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Теорема 4. Пусть 𝛽(𝑥) > 𝛽0𝑥
−2
1 при 𝑥1 > 1; 𝛽0 = const > 0, 𝑢(𝑥) – реше-

ние (1.1), (1.2) в Ω, для которого

𝑢(𝑥) = 𝑜(𝑥𝜇
1 ), 𝑥1 →∞, 𝜇 = 𝜇(̂︀Ω, 𝜆1, 𝜆2, 𝛽0) > 0.

Тогда 𝑢(𝑥) ограничена в Ω(1,∞).

Доказательство. Как и в доказательстве теоремы 3, получаем оценку

𝐼(𝑡) 6 𝐼1 + 𝑐1𝑡𝐼
′(𝑡) или (𝐼(𝑡)𝑡−𝑐−1

1 )′ > 𝐼1(𝑡−𝑐−1
1 )′.

Интегрируя получаем, что

𝐼(𝑡0) 6 𝐼(𝑡)
(︂
𝑡0
𝑡

)︂𝑐−1
1

+ 𝐼1

(︂
1−

(︂
𝑡0
𝑡

)︂𝑐−1
1

)︂
, 1 6 𝑡0 < 𝑡.

Так как при 𝜇 = 𝑐−1
1 /2 из (3.2) получаем, что 𝐼(𝑡) = 𝑜(𝑡𝑐

−1
1 ), то из предыдущей

оценки следует, что 𝐼(𝑡) 6 𝐼1. Тогда из леммы 3 имеем |𝑢(𝑥)| 6 𝑐𝑡1/2 на 𝑆𝑡, 𝑡 > 1.
Применяя принцип максимума так же, как в доказательстве теоремы 1, получим,
что |𝑢(𝑥)| 6 sup𝑆1

|𝑢| в Ω(1,∞).

Лемма 6. Пусть 𝛽(𝑥) > 𝛽0𝑥
−2
1 при 𝑥1 > 1, 𝛽0 = const > 0, 𝑢(𝑥) – ограниченное

решение (1.1), (1.2) в Ω. Тогда∫︁
Ω(𝑡,∞)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 6 𝑐0𝑡
−𝜈 , 𝜈 = 𝜈(̂︀Ω, 𝜆1, 𝜆2, 𝛽0) > 0, 𝑐0 = const > 0.

Доказательство. Рассуждая как и при доказательстве теоремы 3, получаем

𝐽(𝑡) ≡
∫︁

Ω(𝑡,∞)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥+
∫︁

Γ(𝑡,∞)

𝛽𝑢2 𝑑𝑆 6 −𝑐1𝑡𝐽 ′(𝑡), 𝑐1 = 𝑐1(̂︀Ω, 𝜆1, 𝜆2, 𝛽0).

Интегрируя, получаем, что 𝐽(𝑡) 6 𝐽(𝑡0)(𝑡0/𝑡)𝑐−1
1 , 1 6 𝑡0 < 𝑡, и лемма доказана.

Лемма 7. Пусть 𝑉 – решение уравнения (1.1) в Ω, удовлетворяющее условиям

𝜕𝑉

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
Γ

= 0, 𝑃 (𝑡, 𝑉 ) ≡ 1, 𝐶1𝑥1 6 𝑉 (𝑥) 6 𝐶2𝑥1, 𝑥1 > 1,∫︁
Ω𝑡

|∇𝑉 |2 𝑑𝑥 6 𝑐1, 𝐶1, 𝐶2, 𝑐1 = const > 0.

Тогда существует 𝑘0 ∈ N такое, что при 𝑘 > 𝑘0 и 𝑎 > 0 справедливо неравенство
inf𝑆𝑎+𝑘

𝑉 > sup𝑆𝑎
𝑉 .

Доказательство. Заметим, что из условия 𝑃 (𝑡, 𝑉 ) = 1 следует, что∫︁
Ω𝑡

|∇𝑉 |2 𝑑𝑥 > 𝑐2 = const > 0.

Положим в интегральном тождестве (4.3) для функции 𝑉 пробную функцию 𝑣 =
𝑉 Φ𝑎,1;𝑎+𝑘,1:∫︁

Ω(𝑎,𝑎+𝑘+1)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑗
Φ𝑎,1;𝑎+𝑘,1 𝑑𝑥 =

(︂∫︁
Ω𝑎+𝑘

−
∫︁

Ω𝑎

)︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
𝑉 𝑑𝑥
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= 𝑉 (𝑎+ 𝑘)− 𝑉 (𝑎) +
∫︁

Ω𝑎+𝑘

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
(𝑉 − 𝑉 (𝑎+ 𝑘)) 𝑑𝑥

−
∫︁

Ω𝑎

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
(𝑉 − 𝑉 (𝑎)) 𝑑𝑥.

Оценивая интегралы по Ω𝑎+𝑘 и Ω𝑎 с использованием неравенств Коши–Буняковс-
кого и Пуанкаре, получим, что

𝑉 (𝑎+ 𝑘)− 𝑉 (𝑎) > 𝑐3

∫︁
Ω(𝑎+1,𝑎+𝑘)

|∇𝑉 |2 𝑑𝑥− 𝑐4

∫︁
Ω𝑎∪Ω𝑎+𝑘

|∇𝑉 |2 𝑑𝑥 > 𝑐5𝑘 − 𝑐6,

𝑐𝑖 > 0 не зависят от 𝑘, 𝑎. Так как из оценки максимума модуля решения [2; c. 600]
и неравенства Пуанкаре имеем

sup
Ω𝑡

(𝑉 − 𝑉 (𝑡))2 6 𝑐7

∫︁
Ω(𝑡−1,𝑡+2)

(𝑉 − 𝑉 (𝑡))2 𝑑𝑥 6 𝑐8

∫︁
Ω(𝑡−1,𝑡+2)

|∇𝑉 |2 𝑑𝑥 6 𝑐9,

из предыдущего неравенства следует утверждение леммы при 𝑘 > 𝑘0 = const.

Лемма 8. Пусть 𝛽(𝑥) > 𝛽0𝑥
−2
1 при 𝑥1 > 1, 𝛽0 = const > 0, и пусть 𝑢(𝑥) – по-

ложительное ограниченное решение (1.1), (1.2) в Ω, 𝑢(𝑎) = 𝑐0𝑎
−𝛿 для некоторого

𝑎 > 𝑎0 = const > 0, 𝑐0 = const > 1; 𝑢(𝑡) > 𝑐0𝑡
−𝛿 для всех 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏). Тогда 𝑢(𝑥) 6 𝑐1𝑥

−𝛿
1

в Ω(𝑎, 𝑏), 𝑐1 = const > 0. Здесь 𝛿 = 𝛿(̂︀Ω, 𝜆1, 𝜆2, 𝛽0) > 0.

Доказательство. Аналогично (4.4), из неравенства Пуанкаре и леммы 6, полу-
чим

𝑢(𝑏)− 𝑢(𝑎) 6 −
∫︁

Ω(𝑎,𝑏+1)

𝛽𝑢𝑉 Φ𝑎,1;𝑏,1 𝑑𝑆

+ 𝑉 (𝑏)
∫︁ 𝑏+1

𝑏

𝑃 (𝑡, 𝑢) 𝑑𝑡− 𝑉 (𝑎)
∫︁ 𝑎+1

𝑎

𝑃 (𝑡, 𝑢) 𝑑𝑡+𝑂(𝑎−𝜈/2)

= −
∫︁

Ω(𝑎,𝑏+1)

𝛽𝑢𝑉 Φ𝑎,1;𝑏,1 𝑑𝑆 + 𝑉 (𝑎)
(︂∫︁ 𝑏+1

𝑏

−
∫︁ 𝑎+1

𝑎

)︂
𝑃 (𝑡, 𝑢) 𝑑𝑡

+ (𝑉 (𝑏)− 𝑉 (𝑎))
∫︁ 𝑏+1

𝑏

𝑃 (𝑡, 𝑢) 𝑑𝑡+𝑂(𝑎−𝜈/2),

где 𝑉 (𝑥) – та же функция, что и в теореме 2 и лемме 7. Так как 𝑢 – положительное
ограниченное решение, из равенства (4.2) как и в доказательстве теоремы 2 следует,
что 𝑃 (𝑡, 𝑢) < 0 и 𝑃 (𝑡, 𝑢) возрастает по 𝑡 при всех 𝑡 > 0. Предположим, что 𝑏 >
𝑎+ 𝑘0 + 1, где 𝑘0 – постоянная из леммы 7. Тогда, учитывая, что согласно (4.1)∫︁ 𝑏+1

𝑏

𝑃 (𝑡, 𝑢) 𝑑𝑡−
∫︁ 𝑎+1

𝑎

𝑃 (𝑡, 𝑢) 𝑑𝑡 =
∫︁

Γ(𝑎,𝑏+1)

𝛽𝑢Φ𝑎,1;𝑏,1 𝑑𝑆,

получаем из предыдущей оценки

𝑢(𝑏)− 𝑢(𝑎) 6
∫︁

Ω(𝑎,𝑏+1)

𝛽𝑢(𝑉 (𝑎)− 𝑉 )Φ𝑎,1;𝑏,1 𝑑𝑆 +𝑂(𝑎−𝜈/2). (4.8)
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Используя оценку для sup |𝑉 − 𝑉 (𝑎)| через ‖𝑉 − 𝑉 (𝑎)‖𝐿2 [2], неравенство Пуанкаре,
оценку для интеграла Дирихле функции 𝑉 , соотношение (4.2) и лемму 6, получим∫︁

Γ(𝑎,𝑎+𝑘0+1)

𝛽𝑢(𝑉 (𝑎)− 𝑉 )Φ𝑎,1;𝑏,1 𝑑𝑆 6 𝑐2

∫︁
Γ(𝑎,𝑎+𝑘0+1)

𝛽𝑢 𝑑𝑆

= 𝑐2(𝑃 (𝑎+ 𝑘0 + 1, 𝑢)− 𝑃 (𝑎, 𝑢)) < 𝑐2|𝑃 (𝑎, 𝑢)| < 𝑐2

∫︁ 𝑎

𝑎−1

|𝑃 (𝑡, 𝑢)| 𝑑𝑡 = 𝑂(𝑎−𝜈/2),

(4.9)

𝑐𝑖 > 0, 𝑖 = 2, 3, . . . , зависят только от ̂︀Ω, 𝜆1, 𝜆2. Предположим, что 𝑏 > κ𝜎𝑎, где
κ > 1 и 𝜎 > 1 будут выбраны позже. Пусть 𝑎+ 𝑘0 + 1 < κ𝑎. Тогда в силу леммы 7∫︁

Γ(𝑎+𝑘0+1,κ𝑎)

𝛽𝑢(𝑉 (𝑎)− 𝑉 ) 𝑑𝑆 < 0. (4.10)

Используя лемму 6 и неравенство

𝑢(𝑘) 6 𝑐3

(︂(︂∫︁
Ω𝑘

|∇𝑢|2 𝑑𝑥
)︂1/2

+
∫︁

Γ𝑘

𝑢 𝑑𝑆

)︂
,

получим∫︁
Γ𝑘

𝛽𝑢 𝑑𝑆 > 𝛽0(𝑘 + 1)−2

∫︁
Γ𝑘

𝑢 𝑑𝑆 > 𝑐4𝛽0𝑘
−2

(︂
𝑢(𝑘)−

(︂∫︁
Ω𝑘

|∇𝑢|2 𝑑𝑥
)︂1/2)︂

> 𝑐4𝛽0𝑘
−2(𝑐0𝑘−𝛿 − 𝑐𝑘−𝜈/2) > 𝑐5𝑐0𝛽0𝑘

−2−𝛿, 𝑘 > 𝑘1 = const,

если 0 < 𝛿 < 𝜈/2; 𝑐 не зависит от 𝑘. Тогда при 𝑘 > κ𝑎, κ = 4𝐶−1
1 𝐶2 получим∫︁

Γ𝑘

𝛽𝑢(𝑉 (𝑎)− 𝑉 ) 𝑑𝑆 6 𝑐5𝑐0𝛽0𝑘
−2−𝛿(2𝐶2𝑎− 𝐶1𝑘)

6 𝑐5𝑐0𝛽0𝑘
−1−𝛿(2𝐶2κ−1 − 𝐶1) = −𝑐5𝑐0𝐶1𝛽0𝑘

−1−𝛿

2
,∫︁

Γ(κ𝑎,κ𝜎𝑎)

𝛽𝑢(𝑉 (𝑎)− 𝑉 ) 𝑑𝑆 6 −𝑐6𝑐0𝐶1𝛽0

∫︁ κ𝜎𝑎

κ𝑎

𝑡−1−𝛿 𝑑𝑡

= −𝑐6𝑐0𝐶1𝛽0𝛿
−1(κ𝑎)−𝛿(1− 𝜎−𝛿).

Используя также (4.8)–(4.10) тогда получаем, что при 𝜎−𝛿 = 1/2

𝑢(𝑏) 6 𝑢(𝑎)− 𝑐6𝑐0𝐶1𝛽0𝛿
−1 (κ𝑎)−𝛿

2
+𝑂(𝑎−𝜈/2)

= 𝑎−𝛿𝑐0

(︂
1− 𝑐6𝐶1𝛽0𝛿

−1κ−𝛿

2

)︂
+𝑂(𝑎−𝜈/2).

Если 𝑐6𝐶1𝛽0𝛿
−1κ−𝛿 > 4 и 0 < 𝛿 < 𝜈/2, то получим, что

𝑢(𝑏) 6 −𝑐0𝑎−𝛿 +𝑂(𝑎−𝜈/2) 6 −𝑐0𝑎
−𝛿

2
< 0, 𝑎 > 𝑎0 = const > 0.
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Получено противоречие и, таким образом, 𝑏 < κ𝜎𝑎. Как и в доказательстве теоре-
мы 1 из принципа максимума получаем, что 𝑢(𝑥) 6 sup𝑆𝑎

𝑢 при 𝑥1 > 𝑎; тогда, по
лемме 3 и неравенству Пуанкаре при 𝑎 < 𝑥1 < 𝑏 < κ𝜎𝑎 получаем требуемую оценку

𝑢(𝑥) 6 sup
𝑆𝑎

𝑢 6 𝑐7

(︂(︂∫︁
Ω(𝑎−1,𝑎+1)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥
)︂1/2

+ 𝑢(𝑎)
)︂

6 𝑐8𝑐𝑎
−𝛿 < 𝑐8(κ𝜎)𝛿𝑥−𝛿

1 .

Теорема 5. Пусть 𝛽(𝑥) > 𝛽0𝑥
−2
1 при 𝑥1 > 1, 𝛽0 = const > 0; 𝛽(𝑥) → 0 при

𝑥1 → ∞ равномерно по ̂︀𝑥 ∈ ̂︀Ω; 𝑢(𝑥) – ограниченное решение (1.1), (1.2) в Ω. Тогда
при 𝑥1 > 1 справедлива оценка

|𝑢(𝑥)| 6 𝑐0𝑥
−𝛿
1 , 𝛿 = 𝛿(̂︀Ω, 𝜆1, 𝜆2, 𝛽0), 𝑐0 = const > 0.

Доказательство. Так как из теоремы 2 следует, что в данном случае огра-
ниченное решение стремится к нулю, из принципа максимума легко получаем, что
достаточно доказать теорему для положительных ограниченных решений. Действи-
тельно, если 𝑢 – положительное решение (1.1), (1.2), то для любого ограниченного
решения 𝑢1 имеем |𝑢1| 6 𝑐1𝑢+ 𝜀 на 𝑆0 и на 𝑆𝑡 для достаточно больших 𝑡 и, следова-
тельно, в Ω(0, 𝑡). Устремляя 𝜀 к нулю, получим, что |𝑢1| 6 𝑐1𝑢 в Ω. Существование
положительного ограниченного решения (1.1), (1.2) можно получить, рассмотрев
функции 𝑢𝑁 в ограниченной области Ω(0, 𝑁), удовлетворяющие (1.1), (1.2) и усло-
виям 𝑢𝑁 |𝑆0 = 1, 𝑢𝑁 |𝑆𝑁

= 0. Такие решения 𝑢𝑁 положительны в Ω(0, 𝑁), равномер-
но ограничены и в силу (3.2) равномерно по 𝑁 ограничены в норме 𝑊 1

2 (Ω(0, 𝑡)) для
любого 𝑡 > 0. Отсюда, выделяя слабо сходящуюся в 𝑊 1

2 (Ω(0, 𝑡)) для любого 𝑡 > 0
последовательность 𝑢𝑁𝑘

, получаем существование положительного решения в Ω.
Рассмотрим положительное ограниченное решение 𝑢(𝑥). C учетом оценки sup |𝑢|

через |𝑢| и ‖∇𝑢‖𝐿2 и леммы 6 достаточно доказать, что 𝑢(𝑡) 6 𝑐𝑡−𝛿. Пусть 𝑎0 –
постоянная из леммы 8, 𝑐0 = max{𝑢(𝑎0)𝑎−𝛿

0 , 1}. Если для всех 𝑡 > 𝑎0 верна оценка
𝑢(𝑡) 6 𝑐0𝑡

−𝛿, то теорема доказана. Пусть 𝑢(𝑎) = 𝑐0𝑎
−𝛿 и 𝑢(𝑡) > 𝑐0𝑡

−𝛿 при 𝑎0 6 𝑎 <

𝑡 < 𝑏. Тогда по лемме 8 𝑢(𝑡) 6 𝑐1𝑡
−𝛿 при 𝑎 < 𝑡 < 𝑏. Теорема доказана.

5. Случай, близкий к задаче Неймана: стремление ограниченных ре-
шений к постоянной, трихотомия решений.

Теорема 6. Пусть 0 6 𝛽(𝑥) 6 𝛽1𝑥
−𝛼
1 на Γ, 𝛼 = const > 2, 𝛽1 = const > 0. Тогда

для любого ограниченного в Ω решения 𝑢 (1.1), (1.2) существует 𝐶 = const такое,
что для всех 𝑡 > 1 справедлива оценка

sup
𝑆𝑡

|𝑢− 𝐶| 6 𝑐0𝑡
−𝛼/2+1, 𝑐0 = const > 0.

Доказательство. Из леммы 5, используя неравенство Пуанкаре, получаем для
почти всех 𝑡 > 0

𝐽(𝑡) ≡
∫︁

Ω(𝑡,∞)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 6 −𝑐1
∫︁

𝑆𝑡

𝑢

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑̂︀𝑥

= −𝑐1
∫︁

𝑆𝑡

(𝑢− ̂︀𝑢(𝑡)) 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑̂︀𝑥− 𝑐1̂︀𝑢(𝑡)𝑃 (𝑡, 𝑢) 6 −𝑐2𝐽

′
(𝑡)− 𝑐1̂︀𝑢(𝑡)𝑃 (𝑡, 𝑢),
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𝑐𝑖 > 0 не зависят от 𝑡 > 1. Так как 𝑢 ограничено в Ω, то из равенства (4.2) и конеч-
ности интеграла Дирихле для 𝑢(𝑥) следует, что

𝑃 (𝑡, 𝑢) → 0, 𝑡→∞, 𝑃 (𝑡, 𝑢) = −
∫︁

Ω(𝑡,∞)

𝛽𝑢 𝑑𝑆, |𝑃 (𝑡, 𝑢)| 6 𝑐3𝑡
−𝛼+1.

Отсюда

𝐽(𝑡) 6 −𝑐2𝐽 ′(𝑡) + 𝑐4𝑡
−𝛼+1, (𝐽(𝑡) exp{𝑐−1

2 𝑡})′ 6 𝑐5𝑡
−𝛼+1 exp{𝑐−1

2 𝑡},

𝐽(𝑡) 6 𝐽(𝑡0) exp{−𝑐−1
2 (𝑡− 𝑡0)}+ 𝑐5 exp{−𝑐−1

2 𝑡}
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜏−𝛼+1 exp{𝑐−1
2 𝜏} 𝑑𝜏

6 𝑐6𝑡
−𝛼+1, 1 6 𝑡0 6 𝑡.

Отсюда следует [4; с. 204], что для некоторой постоянной 𝐶 и всех 𝑡 > 1∫︁
Ω𝑡

(𝑢− 𝐶)2 𝑑𝑥 6 𝑐7𝑡
−𝛼+2.

Из леммы 2 с учетом того, что (𝜕(𝑢−𝐶)/𝜕𝜈)|Γ = −𝛽𝑢, получаем требуемую оценку

sup
𝑆𝑡

(𝑢− 𝐶)2 6 𝑐8

(︂∫︁
Ω𝑡−1/2

(𝑢− 𝐶)2 𝑑𝑥+ sup
Γ𝑡−1/2

(𝛽𝑢)2
)︂

6 𝑐9𝑡
−𝛼+2.

При изучении вопроса о возможном поведении произвольных решений (1.1), (1.2)
в случае быстрого убывания коэффициента 𝛽(𝑥) ключевым моментом является су-
ществование решения, ведущего себя при 𝑥1 →∞ как линейная функция, что харак-
терно и в случае граничных условий Неймана.

Теорема 7. Пусть 𝛽(𝑥) > 0 на Γ, и пусть
∫︀
Γ
𝑥1𝛽 𝑑𝑆 < ∞, 𝛽(𝑥) 6 𝑐 при 𝑥1 >

𝑥
(0)
1 = const, 𝑐 – некоторая постоянная, зависящая от ̂︀Ω, 𝜆1 , 𝜆2 . Тогда в Ω суще-

ствует положительное решение (1.1), (1.2) 𝑈(𝑥), удовлетворяющее условиям

𝐴1𝑥1 6 𝑈(𝑥) 6 𝐴2𝑥1, 𝑥1 > 1, 𝐴1, 𝐴2 = const > 0, 𝑃 (𝑡, 𝑈) → 1, 𝑡→∞,∫︁
Ω(0,𝑡)

|∇𝑈 |2 𝑑𝑥 6 𝑐0𝑡, 𝑡 > 1, 𝑐0 = const > 0.

Доказательство. Пусть 𝑉 (𝑥) > 0 – решение уравнения (1.1) в Ω, удовлетворя-
ющее граничному условию Неймана (𝜕𝑉/𝜕𝜈)|Γ = 0, оценкам

𝐶1𝑥1 6 𝑉 (𝑥) 6 𝐶2𝑥1, 𝑥1 > 1, 𝐶1𝐶2 = const > 0,
∫︁

Ω𝑡

|∇𝑉 |2 𝑑𝑥 6 𝐶 = const > 0

и условию 𝑃 (𝑡, 𝑉 ) = 1 при 𝑡 > 0. Для произвольного 𝑁 ∈ N в области Ω(0, 𝑁) рас-
смотрим решение 𝑈𝑁 (𝑥) уравнения (1.1), удовлетворяющее условию (1.2) на Γ(0, 𝑁)
и условиям 𝑈𝑁 |𝑆0 = 0, 𝑈𝑁 |𝑆𝑁

= 𝐶1𝑁 . Из принципа максимума следует, что 𝑈𝑁 > 0
в Ω(0, 𝑁). Полагая в интегральном тождестве вида (1.3) для 𝑢 = 𝑈𝑁 пробную функ-
цию 𝑣 = 𝑈𝑁Φ, где Φ = Φ(𝑥1) непрерывная функция, Φ = 1 при 0 6 𝑥1 6 𝑁 − ℎ,
Φ(𝑁) = 0, Φ – линейная при 𝑁 − ℎ 6 𝑥1 6 𝑁 , получим∫︁

Ω(0,𝑁)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕𝑈𝑁

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑈𝑁

𝜕𝑥𝑗
Φ 𝑑𝑥+

∫︁
Γ(0,𝑁)

𝛽𝑈2
𝑁Φ 𝑑𝑆 = ℎ−1

∫︁
Ω(𝑁−ℎ,𝑁)

𝑈𝑁

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑈𝑁

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥.
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Так как (𝑈𝑁 − 𝐶1𝑁)|𝑆𝑁
= 0, то из неравенства вида Фридрихса∫︁

Ω(𝑁−ℎ,𝑁)

(𝑈𝑁 − 𝐶1𝑁)2 𝑑𝑥 6 𝑐1ℎ
2

∫︁
Ω(𝑁−ℎ,𝑁)

|∇𝑈𝑁 |2 𝑑𝑥, 𝑐1 = const,

получаем

ℎ−1

∫︁
Ω(𝑁−ℎ,𝑁)

𝑈𝑁

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑈𝑁

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥 = ℎ−1𝐶1𝑁

∫︁
Ω(𝑁−ℎ,𝑁)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑈𝑁

𝜕𝑥𝑖
𝑑̂︀𝑥+ 𝑜(1), ℎ→ 0.

Тогда из предыдущего равенства получаем, что∫︁
Ω(0,𝑁)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕𝑈𝑁

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑈𝑁

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑥+

∫︁
Γ(0,𝑁)

𝛽𝑈2
𝑁 𝑑𝑆 = 𝐶1𝑁𝑃 (𝑁,𝑈𝑁 ).

Отсюда, учитывая, что при 𝑈𝑁 |𝑆0 = 0 имеем

𝑚0𝐶
2
1𝑁

2 =
∫︁

𝑆𝑁

𝑈2
𝑁 𝑑̂︀𝑥 6 𝑐2𝑁

∫︁
Ω(0,𝑁)

|∇𝑈𝑁 |2 𝑑𝑥,

здесь и далее в доказательстве 𝑐𝑖 > 0 не зависят от 𝑁 , получаем

𝑃 (𝑁,𝑈𝑁 ) > 𝑐3𝑁
−1

∫︁
Ω(0,𝑁)

|∇𝑈𝑁 |2 𝑑𝑥 > 𝑐4 > 0. (5.1)

Для функции 𝑤 = 𝑈𝑁 − 𝑉 имеем 𝐿𝑤 = 0 в Ω(0, 𝑁),

𝜕𝑤

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
Γ(0,𝑁)

= −𝛽𝑈𝑁 6 0, 𝑤|𝑆0∪𝑆𝑁
6 0.

Отсюда 𝑤 < 0 в Ω(0, 𝑁). Таким образом, в Ω(0, 𝑁) имеем

0 < 𝑈𝑁 < 𝑉 6 𝐶2𝑥1. (5.2)

Так как согласно (4.2) при 𝑡 < 𝑁

𝑃 (𝑡, 𝑈𝑁 ) = 𝑃 (𝑁,𝑈𝑁 )−
∫︁

Γ(𝑡,𝑁)

𝛽𝑈𝑁 𝑑𝑆,

из (5.1) и (5.2) получаем, что существует 𝑡0 > 0, такое, что при 𝑡 > 𝑡0 и 𝑁 > 𝑡

𝑃 (𝑡, 𝑈𝑁 ) >
𝑐4
2
> 0. (5.3)

Из оценки (5.2) и оценки вида (3.2) 𝐿2-нормы градиента решения через норму самого
решения следует, что последовательность 𝑈𝑁 (𝑁 > 𝑡) ограничена в 𝑊 1

2 (Ω(0, 𝑡)) для
любого 𝑡 > 0. Отсюда стандартным образом получаем последовательность 𝑈𝑁𝑘

, сла-
бо сходящуюся в 𝑊 1

2 (Ω(0, 𝑡)) для любого 𝑡 > 0 к некоторой функции 𝑈 . Очевидно,
что 𝑈 удовлетворяет (1.1), (1.2),

0 < 𝑈(𝑥) < 𝑉 (𝑥) 6 𝐶2𝑥1 при 𝑥1 > 1.
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Из (4.2) получаем, что 𝑃 (𝑡, 𝑈) → 𝑝 = const, 𝑡→∞. Так как из (4.1) следует, что

𝑃 (𝑡, 𝑈𝑁 ) =
∫︁ 1

0

𝑃 (𝜏, 𝑈𝑁 ) 𝑑𝜏 +
∫︁

Γ(0,𝑡)

𝛽𝑈𝑁Ψ(𝑥1) 𝑑𝑆, Ψ =

{︃
𝑥1, 0 6 𝑥1 6 1,
1, 1 6 𝑥1 6 𝑡,

то
𝑃 (𝑡, 𝑈) = lim

𝑘→∞
𝑃 (𝑡, 𝑈𝑁𝑘

).

Учитывая (5.3), получаем, что 𝑃 (𝑡, 𝑈) > 𝑐4/2 при 𝑡 > 𝑡0 и 𝑝 > 𝑐4/2 > 0. Нормируем
функцию 𝑈 условием 𝑝 = 1.

Оценим интеграл Дирихле для 𝑈 . Используя для почти всех 𝑡 > 0 равенство
вида (4.7) с учетом того, что 𝑈 |𝑆0 = 0, получаем

𝐼(𝑡) ≡
∫︁

Ω(0,𝑡)

|∇𝑈 |2 𝑑𝑥 6 𝑐5

∫︁
𝑆𝑡

𝑈

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑈

𝜕𝑥𝑖
𝑑̂︀𝑥 6 𝑐6𝑡

√︀
𝐼 ′(𝑡) , 𝐼 ′𝐼−2 > 𝑐−2

6 𝑡−2.

Интегрируя от 𝑡 до ∞, получим 𝐼(𝑡) 6 𝑐26𝑡.
Пусть 𝑁0 ∈ N – такое, что∫︁

Γ(𝑁0,∞)

𝛽𝑈 𝑑𝑆 <
𝐶1

4𝐶2
, 𝑃 (𝑡, 𝑈) >

1
2
, 𝑡 > 𝑁0.

Из равенства вида (4.4) для 𝑢 = 𝑈 , используя неравенство Пуанкаре и оценку инте-
грала Дирихле для 𝑈 и 𝑉 , получаем для достаточно больших 𝑁 > 𝑁0

𝑈(𝑁) > 𝑉 (𝑁)
∫︁ 𝑁+1

𝑁

𝑃 (𝑡, 𝑈) 𝑑𝑡−
∫︁

Γ(𝑁0,𝑁+1)

𝛽𝑈𝑉 𝑑𝑆 − 𝑐7𝑁
1/2

>
𝐶1𝑁

2
− 𝐶2(𝑁 + 1)𝐶1

(4𝐶2)
− 𝑐7𝑁

1/2 > 𝑐8𝑁.

Оценивая отклонение 𝑈 от 𝑈(𝑁) в области Ω𝑁 по лемме 2, используя неравенство
Пуанкаре и оценки функции 𝑈 и ее интеграла Дирихле, получим, что

sup
Ω𝑁

(𝑈 − 𝑈(𝑁))2 6 𝑐9

(︂∫︁
Ω(𝑁−1,𝑁+2)

(𝑈 − 𝑈(𝑁))2 𝑑𝑥+ sup
Ω(𝑁−1,𝑁+2)

(𝛽𝑈)2
)︂

6 𝑐10(𝑁 +𝑁2 sup
Ω(𝑁−1,𝑁+2)

𝛽2) 6
𝑐28𝑁

2

4
, 𝑁 > 𝑁 ′0 = const,

если 𝑐10𝑐2 6 𝑐28/5. Учитывая линейную оценку снизу для 𝑈(𝑁), получаем требуемую
оценку снизу для 𝑈(𝑥). Теорема, таким образом, доказана.

Лемма 9. Пусть 𝛽(𝑥) > 0 на Γ, 𝛽(𝑥) 6 𝑐′ при 𝑥1 > 𝑥
(0)
1 = const, 𝑐′ – некото-

рая постоянная, зависящая от ̂︀Ω, 𝜆1 , 𝜆2 ; 𝑢(𝑥) – решение (1.1), (1.2), причем для
некоторой последовательности 𝑡𝑘 →∞ выполнено условие

sup
Ω𝑡𝑘

|𝑢| = 𝑜(exp(𝐴𝑡𝑘)), 𝑘 →∞,
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где 𝐴 > 0 – некоторая постоянная, зависящая от ̂︀Ω, 𝜆1 , 𝜆2 . Тогда существует
последовательность 𝑡′𝑘 →∞, 𝑘 →∞, такая, что справедлива оценка

𝑢(𝑡′𝑘)− 1
2
|𝑢(𝑡′𝑘)| − 𝐼1 6 𝑢(𝑥) 6 𝑢(𝑡′𝑘) +

1
2
|𝑢(𝑡′𝑘)|+ 𝐼1, 𝑥 ∈ 𝑆𝑡′𝑘+1/2,

𝐼1 > 0 не зависит от 𝑘 .

Доказательство. Используя оценку (3.2) получим, что∫︁
Ω(0,𝑡𝑘)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 6 𝐼0 + 𝑐1

∫︁
Ω𝑡𝑘

𝑢2 𝑑𝑥 = 𝑜(exp(2𝐴𝑡𝑘)), 𝑘 →∞, (5.4)

𝑐𝑖 = 𝑐𝑖(̂︀Ω, 𝜆1, 𝜆2) > 0, 𝐼0 > 0 не зависит от 𝑘 ∈ N. Покажем, что для некоторой
последовательности 𝑡′𝑘 →∞∫︁

Ω𝑡′
𝑘

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 6 𝛿

∫︁
Ω(0,𝑡′𝑘)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥, 𝛿 = exp{2𝐴} − 1 > 0. (5.5)

Действительно, в противном случае для произвольного 𝑡 > 𝑡0 = const∫︁
Ω𝑡

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 =
∫︁

Ω(0,𝑡+1)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥−
∫︁

Ω(0,𝑡)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 > 𝛿

∫︁
Ω(0,𝑡)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥,

откуда получаем, учитывая (5.4), что∫︁
Ω(0,𝑡)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 < (1 + 𝛿)−1

∫︁
Ω(0,𝑡+1)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 < · · · < (1 + 𝛿)−𝑁𝑘

∫︁
Ω(0,𝑡+𝑁𝑘)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥

= (1 + 𝛿)−𝑁𝑘𝑜(exp{2𝐴(𝑡+𝑁𝑘)}) → 0, 𝑘 →∞,

если брать 𝑁𝑘 ∈ N такие, что 𝑡𝑘 − 1 6 𝑡 + 𝑁𝑘 6 𝑡𝑘. Таким образом ∇𝑢 ≡ 0. Итак,
справедлива оценка (5.5). Из (5.5), (5.4) и неравенства Пуанкаре получаем∫︁

Ω𝑡′
𝑘

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 6 𝛿

(︂
𝐼0 + 𝑐1

∫︁
Ω𝑡′

𝑘

𝑢2 𝑑𝑥

)︂
6 𝑐2𝛿

(︂∫︁
Ω𝑡′

𝑘

|∇𝑢|2 𝑑𝑥+ 𝑢2(𝑡′𝑘) + 𝐼0

)︂
.

Если 𝛿 6 𝑐−1
2 /2, то ∫︁

Ω𝑡′
𝑘

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 6 2𝑐2𝛿(𝑢2(𝑡′𝑘) + 𝐼0). (5.6)

Из лемм 2 и 3, неравенства Пуанкаре и оценки (5.6) получим для 𝑘 > 𝑘0 = const

sup
𝑆𝑡′

𝑘
+1/2

(𝑢− 𝑢(𝑡′𝑘))2 6 𝑐3

(︂∫︁
Ω𝑡′

𝑘

(𝑢− 𝑢(𝑡′𝑘))2 𝑑𝑥+ sup
Γ𝑡′

𝑘

(𝛽𝑢)2
)︂

6 𝑐4

(︂∫︁
Ω𝑡′

𝑘

|∇𝑢|2 𝑑𝑥+ sup
Γ𝑡′

𝑘

𝛽2

∫︁
Ω𝑡′

𝑘

𝑢2 𝑑𝑥

)︂

6 𝑐5

(︂∫︁
Ω𝑡′

𝑘

|∇𝑢|2 𝑑𝑥+ sup
Γ𝑡′

𝑘

𝛽2

(︂∫︁
Ω𝑡′

𝑘

|∇𝑢|2 𝑑𝑥+ 𝑢2(𝑡′𝑘)
)︂)︂
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6 𝑐5(1 + (𝑐′)2)
∫︁

Ω𝑡′
𝑘

|∇𝑢|2 𝑑𝑥+ 𝑐5(𝑐′)2𝑢2(𝑡′𝑘))

6 𝑐6𝛿(1 + (𝑐′)2)(𝑢2(𝑡′𝑘) + 𝐼0) + 𝑐5(𝑐′)2𝑢2(𝑡′𝑘) 6
1
4
(𝑢2(𝑡′𝑘) + 𝐼0),

если
𝑐5(𝑐′)2 6

1
8
, 𝑐6𝛿(1 + (𝑐′)2) 6

1
8
.

Таким образом, утверждение леммы справедливо для последовательности 𝑡′𝑘, 𝑘 > 𝑘0,

𝑐′ = (8𝑐5)−1/2, 𝛿 = min
{︂
𝑐−1
2

2
, (8𝑐6(1 + (𝑐′)2))−1

}︂
, 𝐴 = 2−1 ln(1 + 𝛿).

Лемма 10. Пусть для 𝑢(𝑥) выполнены условия леммы 9, и пусть∫︁
Γ

𝑥1𝛽 𝑑𝑆 <∞, 𝛽(𝑥) 6 𝑐 при 𝑥1 > 𝑥
(0)
1 = const,

где 𝑐 > 0 – постоянная из теоремы 7. Тогда справедлива оценка

|𝑢(𝑥)| 6 𝐶𝑥1, 𝐶 = const > 0, 𝑥1 > 1.

Доказательство. Предположим противное; тогда для некоторой последова-
тельности ̃︀𝑡𝑘 →∞ имеем

sup
𝑆̃︀𝑡𝑘

|𝑢|̃︀𝑡𝑘 →∞, 𝑘 →∞.

Пусть 𝑈 – линейно растущее решение (1.1), (1.2) в Ω, существование которого дока-
зано в теореме 7. Применяя к функциям 𝑢 ± 𝑐0𝑈 при достаточно большом 𝑐0 > 0
принцип максимума, легко получим, что

sup
𝑆𝑡

|𝑢|
𝑡
→∞, 𝑡→∞.

Пусть 𝑡′𝑘 – последовательность, для которой справедливо утверждение леммы 9. Без
ограничения общности можно считать, что sup𝑆𝑡′

𝑘
+1/2

𝑢 > 0. Тогда в силу леммы 9
получаем, что

inf
𝑆𝑡′

𝑘
+1/2

𝑢

𝑡′𝑘
→ +∞, 𝑘 →∞.

Применяя принцип максимума к функции 𝑈 − 𝑐1 − 𝜀𝑢 для достаточно большого
𝑐1 > 0, и устремляя 𝜀 к 0, получим, что 𝑈 6 𝑐1 в Ω(𝑡′1 + 1/2,∞), что противоречит
линейному росту 𝑈 . Лемма доказана.

Лемма 11. Пусть выполнены условия леммы 10, и, кроме того, выполнено усло-
вие 𝑃 (𝑡, 𝑢) → 0, 𝑡→∞. Тогда решение 𝑢(𝑥) ограничено в Ω.

Доказательство. Согласно лемме 10 |𝑢(𝑥)| 6 𝐶𝑥1, 𝑥1 > 1. Тогда∫︁
Γ(0,𝑡)

𝑥1𝛽𝑢 𝑑𝑆 = 𝑜(𝑡), 𝑡→∞.
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Из равенства (4.4) и неравенства Пуанкаре тогда получаем, что

|𝑢(𝑡)| 6 𝑜(𝑡) + 𝑐1

(︂∫︁
Ω𝑡

|∇𝑢|2 𝑑𝑥
)︂1/2

, 𝑡→∞,

𝑐𝑖 > 0 не зависят от 𝑡. Оценивая интеграл Дирихле для 𝑢 так же, как это делалось
при доказательстве теоремы 7 для функции 𝑈 , получим, что∫︁

Ω(0,𝑡)

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 6 𝑐2𝑡.

Тогда 𝑢(𝑡) = 𝑜(𝑡). Используя утверждение леммы 9, получим, что sup𝑆𝑡𝑘
|𝑢| = 𝑜(𝑡𝑘)

для некоторой последовательности 𝑡𝑘 → ∞, т.е. 𝑢(𝑥) 6 𝑐0 + 𝜀𝑈 на 𝑆𝑡1 ∪ 𝑆𝑡𝑘
при

𝑘 > 𝑘0(𝜀). Применяя принцип максимума и устремляя 𝜀 к 0, получим, что 𝑢(𝑥) 6 𝑐0
для достаточно больших 𝑥1. Аналогично получим оценку снизу. Лемма доказана.

Основной результат, относящийся к случаю быстрого убывания коэффициента
в граничном условии, состоит в следующем.

Теорема 8. Пусть 𝛽(𝑥) > 0 на Γ,
∫︀
Γ
𝑥1𝛽 𝑑𝑆 < ∞, 𝛽(𝑥) 6 min{𝑐, 𝑐′} при 𝑥1 >

𝑥
(0)
1 = const, 𝑐, 𝑐′ – постоянные из теоремы 7 и леммы 9 соответственно. Тогда

любое решение (1.1), (1.2) ведет себя одним из трех возможных способов:
1)

∫︀
Ω𝑡

(𝑢− 𝐶)2 𝑑𝑥→ 0, 𝑡→∞, для некоторого 𝐶 = const;
2) supΩ𝑡

|𝑢| > 𝐶0 exp(𝐴𝑡), где постоянная 𝐴 > 0 зависит от ̂︀Ω, 𝜆1 , 𝜆2 , 𝐶0 =
const > 0;

3) 𝐶1𝑥1 6 𝑢(𝑥) 6 𝐶2𝑥1 при 𝑥1 > 𝑥
(1)
1 = const > 0, 𝐶1, 𝐶2 = const, 𝐶1𝐶2 > 0.

Доказательство. Согласно лемме 10 существует такое 𝐴 > 0, что любое реше-
ние (1.1), (1.2), не удовлетворяющее условию 2), удовлетворяет в Ω неравенству

|𝑢(𝑥)| 6 𝑐0𝑥1 при𝑥1 > 1, 𝑐0 = const.

Для такого решения из равенства (4.2) следует, что существует конечный предел
lim𝑡→∞ 𝑃 (𝑡, 𝑢) = 𝑝. Тогда для решения (1.1), (1.2)

𝑤 ≡ 𝑢− 𝑝𝑈,

где 𝑈 – линейно растущее решение (1.1), (1.2) из теоремы 7, получим

lim
𝑡→∞

𝑃 (𝑡, 𝑤) = 0.

Согласно лемме 11 функция 𝑤 ограничена в Ω. Таким образом, с учетом теоремы 1,
получаем, что 𝑢 = 𝑤 + 𝑝𝑈 удовлетворяет либо условию 1) при 𝑝 = 0, либо условию 3)
при 𝑝 ̸= 0. Теорема доказана.
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